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TEMARIO

BLOQUE |. . ARGUMENTA EL ESTUDIO DEL CALCULO MEDIANTE EL ANALISIS DE SU
EVOLUCION, SUS MODELOS MATEMATICOS Y SU RELACION CON HECHOS REALES.

Desemperfios del estudiante al concluir el bloque.
-Reconoce el campo de estudio del Calculo Diferencial, destacando su importancia en la solucion
de modelos matematicos aplicados a situaciones cotidianas.
-Relacién a los modelos matematicos con su representacion geométrica para determinar areas y
volimenes en cualquier situacion de su vida cotidiana.

Objetos de Aprendizaje.

-Evolucion del Calculo

-Modelos matematicos: un acercamiento a maximos y minimos.

TEMA MODELOS MATEMATICOS UN ACERCAMIENTO A MAXIMOS Y MINIMOS

REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES POLINOMIALES DE GRADO 2

Ejercicio resuelto. Traza la grafica de la funcién cuadratica f(x)=-x2-2x+3; determina las

coordenadas del punto maximo con valores de x de:-3,-2,-1,0,1, 2

Algoritmo solucién
1.- (Qué datos tengo? la funcién cuadratica f(x)=-x2-2x+3
2.- ¢ Qué me piden? La gréfica y el punto méximo
3.- Desarrollo
X Relacién de | f(x) Parejas
correspondencia f(x)= - ordenas
X2-2X+3
-3 f(-3)=-(-3)%-2(-3)+3=0 0 (-3,0)
2 f(-2)=-(-2)%-2(-2)+3=3 3 (-2,3)
-1 f(-1)=-(-1)=2(-1)+3=4 4 1,9
0 f(0)=-(0)2-2(0)+3=3 3 (0,3)
1 f(1)=-(1)*-2(1)+3=0 0 (1,0)
2 f(2)=-(2)?-2(2)+3=-5 5 (2,-5)
El valor maximo se encuentra en las coordenadas (-1,4).

Plano cartesiano

Ejercicios a resolver. Traza la grafica de la funcién cuadratica f(x)=-x>-6x-9; determina las

coordenadas del punto maximo con valores de x de: -2, -1, 0, 1, 2,3,4.

Ejercicio resuelto. Traza la gréfica de la funcién cuadratica f(x)=x?-4x-3; determina las coordenadas
del punto minimo con valores de x de:-1, 0, 1, 2, 3, 4, 5,6.

Algoritmo solucién
1.- ¢ Qué datos tengo? la funcion cuadratica f(x)=x24x-3
2.- ,Qué me piden? La grafica y el punto minimo
3.- Desarrollo
X Relacion de | f(x) Parejas
correspondencia f(x)= - ordenas
X2-2X+3
-1 f(-1)=(-1)%-4(-1)-3=2 2 (-1,2)
0 f(0)=-(0)?-4(0)-3=-3 -3 (0,-3)
1 f(D)=(1)%4(1)-3=-6 6 (1,-6)
2 1(2)=(2)%-4(2)-3=-7 7 (2,7)
3 f(3)=-(3)?-4(3)-3=-6 -6 (3,-6)
4 (4)=(4)-4(4)-3=-3 -3 (4,-3)
5 f(5)=(5)?-4(5)-3=2 2 (5,2)
6 f(6)=(6)?-4(6)-3=9 9 (6,9)

Plano cartesiano

El valor minimo se encuentra en las coordenadas (2,-7).

Ejercicios a resolver. Traza la gréfica de la funcién cuadratica f(x)=x?-2x+1; determina las

coordenadas del punto minimo con valores de x de:-3,-2,-1, 0, 1, 2, 3.

APLICACION DE MODELOS MATEMATICOS DE FUNCIONES DE SEGUNDO GRADO




Ejercicio resuelto. El costo (en pesos) de producir x unidades de un articulo estd dado por:
C(x)=0.8x2+750x+1000.
a) Determina C(10)

Algoritmo solucién

1.- ;Qué datos tengo? | C(x)=0.8x?>+750x+100

2.- ,Qué me piden? C(10)

3.-Desarrollo

Planteamiento del modelo matematico.

C(x)=0.8x2+750x+100

C(10)=0.8(10)2+750(10)+1000=9300 pesos es el costo de producir 10 articulos

Ejercicios a resolver. El costo (en pesos) de producir x unidades de un articulo est4 dado por:
C(x)=5x2+50x+100
a) Determina C(5)

Ejercicio resuelto. Deseamos conocer la altura que alcanza un proyectil lanzando verticalmente con
una velocidad inicial de 20m/s después de 1,2 y 4 segundos. Consideramos que se lanza desde una
posicién inicial igual a cero. En este caso, x equivale al tiempo y f(x) a la posicion. EI modelo
matematico para encontrar la posicién en un tiro vertical es: f(x)= vox - ¥2gx?; en donde Xo=posicion
inicial, vo=velocidad inicial y g=gravedad= -9.81m/s?.

Algoritmo solucién

1.- ;Qué datos tengo? Vo=20m/s y x= 1,2 y 4 segundos. Plano cartesiano
2.- ¢ Qué me piden? La altura que alcanza el proyectil. 25
3.- Desarrollo
Sustituimos en el modelo matematico: 20
f(x)=20x-2(9.81)x?
f(x)=-4.9x2+20x 15
10
X Relacién _ de f(x) Parejas
correspondenma ordenas 5
1 f(1)=-4.9(1)>+20(1) 15.1 (1,15.1) 0
2 f(2)=-4.9(2)2+20(2) 20.4 (2,20.4) 0 1 2 3 4
4 f(4)=-4.9(4)+20(4) 1.6 (4,1.6)

Ejercicio a resolver. Deseamos conocer la altura que alcanza un proyectil lanzando verticalmente
con una velocidad inicial de 10m/s después de 1,3, y 4 segundos. Consideramos que se lanza desde
una posicion inicial igual a cero. En este caso, x equivale al tiempo y f(x) a la posiciéon. El modelo
matematico para encontrar la posicion en un tiro vertical es: f(x)= xo + Vox - Y2gx?, en donde
Xo=posicioén inicial, vo=velocidad inicial y g=gravedad= -9.81m/s?.

Ejercicio resuelto. Se va a disefiar una lata cilindrica de 375ml de capacidad. ¢Cuales son las
dimensiones que minimicen el area?

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo? Imagen
2.- ¢ Qué me piden?
3.- Desarrollo r
Area del circulo=Ac=1rr? Partimos de que la lata se va a
Area del rectangulo=Ag=(base=2Trr)(altura=h) | fabricar mediante: dos laminas
Volumen del cilindr6=Vc=Ap.h=1r?h circulares y una rectangular, es por
14 eso que necesitamos las férmulas h
=z del area.
AT=Ar+Ac Planteamos que el area total es la 211
suma de las éareas del rectangulo
més los dos circulos.
A1(r) =21rrh + 21112 El modelo matematico se debe
expresar en funcion del radio.
vV Como tenemos dos variables; el r y La grafica es:
Ar(r) =2mr (F) + 2mr? h, tenemos que despejar la altura de




la férmula de volumen vy sustituirla
en el modelo de &rea total. 600
375 Sustituimos el valor del volumen y 400
Ar(r) =2mr (—2) + 2mr? simplificamos la expresion de area .\0—.——0
nr total. 200
50 Procedemos a darle valores a r 0
Ar(r) = (—) + 2mr? hasta encontrar el &rea minima
r 1 2 3
r Relacién de correspondencia | Ax(r) Parejas ordenas
A+(r)=750/r+21rr?
2 A1(2)=750/(2)+21(2)>=400.132 400.132 (2,400.132)
3 A1(3)=750/(3)+21(3)?>=306.54 306.54 (3,306.54)
4 A1(4)=750/(4)+21r(4)>=288.08 288.08 (4,288.08)
5 A1(5)=750/(5)+21(5)>=307 307 (5, 307)
Por lo tanto las dimensiones que minimizan el &rea son: r=4cm vy
375
= Baatear | 04em

Ejercicios a resolver. Se va a disefiar una lata cilindrica de 500ml| de capacidad. ¢ Cuéles son las
dimensiones que minimicen el area?

REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES POLINOMIALES DE GRADO 3

Ejercicio resuelto.Traza la gréfica de la funcién clbica f(x)=2x?+6x3; determina las coordenadas
del punto maximo con valores de x de:-2,-1, 0, 1, 2.

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo? Plano cartesiano
2.- ,Qué me piden? 80
3.- Desarrollo
Factorizamos la funcion para encontrar los valores de “x”, por donde corta la
funcién por el eje x. 60
f(X)=2x2+6x3= 2x2(1+3x)
Igualamos a cero la funcion y obtenemos los valores de “x”. 45
2x2(1+3x)=0; separamos el valor de “x” fuera y dentro del paréntesis y
resolvemos.
2x>=0 Despejamos 1+3x=0 Despejamos 20
X2=-1/3
—_— z O —_—
X = 5 =0 0
-4 2 0 2
X Relacién de correspondencia f(x) Parejas 20
f(x)=2x?+6x° ordenas
-2 | f(-2)=2(-2)?+6(-2)2 -40 (-2,-40)
-1 | f(-1)=2(-1)?+6(-1)2 -4 (-1,-4) -40
0 | f(0)=2(0)?+6(0)3 0 (0,0)
1 | f(1)=2(1)>+6(1)° 8 (1,8) -60
2 | f(2)=2(2)%+6(2)3 56 (2,56)

Ejercicios aresolver. Traza la gréafica de la funcién clbica f(x)=2x2+4x3; determina las coordenadas
del punto maximo con valores de x de:-3, -2,-1,0, 1, 2, 3.

APLICACION DE MODELOS MATEMATICOS DE FUNCIONES DE TERCER GRADO

Ejercicio resuelto. A partir de una hoja de papel de 16 cm por 20cm, se desea hacer una caja
cortando cuadrados de longitud x en las esquinas y doblando los lados hacia arriba, como se muestra
en la figura.

1).- Determinar las dimensiones de la caja.

2).- Determinar el volumen maximo.

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo?
2.- ,Qué me piden?




3.- Desarrollo X X
V = area de la base por la altura Partimos de la férmula de volumen X X
V = 4p)(H) = (b)(h)(H) 16¢m

V(x) = (20-2x)(16 — 2x)x Se construye el modelo mateméatico en
términos de “x”, la base “b” es 20-2x porque
se van a quitar los cuadrados sombreados al X X
igual que en la altura “h” es 16-2x. X X
V(x) = (320 — 40x — 32x + 4x%)x Se multiplican cada uno de los términos del 20cm
V(x) = 320x — 72x + 4x3 modelo matematico.
V(x) = 4x3 — 72x + 320x
V(x) = 4x(x* — 18x + 80) = 0 Igualando el modelo a cero; tenemos que
factorizar en dos partes:
Primer Segundo caso En el primer caso x; despejamos y nos da un
caso valor de cero. En el segundo caso tenemos
4x =0 x2—18x+80=0 gue buscar un nimero que sumado sea igual 16-2x
= 0 0 (x,—8)(x3—10) =0 a (-18) y multiplicado seaigual a (80)
1— 4 -
x,—-8=0 x3—-10=0 Separamos ambos valores de “x; y Xx3” y
X2=8 X5=10 despejamos 20-2x
Si x=4 entonces: Los valores de x3,X2 ¥ X3; son los que cruzan
V(4)=4(4)%-72(4)*+320(4)=384 por el eje “x”; por consiguiente debemos
Es el volumen méaximo. encontrar los valores intermedios entre x;=0, _
X,=8y x3=10 siendo 4y 9.
Si x=9 entonces Se sustituyen en el modelo matemético ==
V(9)=4(9)3-72(9)?+320(9)=-36 original V(x) = 4x3 — 72x + 320x para
Es el volumen minimo encontrar el volumen maximo o minimo.

Ejercicio a resolver. A partir de una hoja de papel de 8cm por 10cm, se desea hacer una caja
cortando cuadrados de longitud x en las esquinas y doblando los lados hacia arriba, como se muestra
en la figura.

1).- Determinar las dimensiones de la caja.

2).- Determinar el volumen méaximo.

Ejercicio resuelto. En una fabrica de helados se vierte helado liquido en los envases de forma
cbnica, para después ponerlos a congelar. Si se desea que el volumen maximo de llenado sea de
98 ml. Determinar las dimensiones de la altura “h” y radio “r’ que debe tener, sila altura “H” y el “R”
total son de: 15cm y 3 cm respectivamente.

Algoritmo solucién

1.- (Qué datos tengo? Volumen méximo de llenado 98mi Imagen
2.- ¢Qué me piden? la altura “h” y radio “r” :
3.- Desarrollo
V_l 2 Partiremos de la férmula del volumen de un
=_nr‘h
3 cono.
ﬁzf Por semejanza de tridngulos, tenemos la
15 3 proporcionalidad entre las alturas y los radios.
,_3h_h Despejando el radio tenemos, y simplificando.
15" 5
Ve h, El valor del radio se sustituye en la formula del
=3n(E)h
375 volumen del cono.
1 h? 1 Simplificamos y queda.
[ A | H r
V=3mash=7g™ . .
V= _thg —og Sustituimos el valor del volumen=98 N
_s[os(7s) 1320 Despejamos la altura “h” y realizamos calculos.
3.1416

Ejercicio a resolver. En una fabrica de helados se vierte helado liquido en los envases de forma
cOnica, para después ponerlos a congelar. Si se desea que el volumen maximo de llenado sea de
196 ml. Determinar las dimensiones de la altura “h” y radio “r" que debe tener, si la altura “H” y el
“R” total son de: 30cm y 6 cm respectivamente.

Ejercicio resuelto. El volumen de una célula en forma esférica crece en funcién de su radio r de
. 4 . . . ,
acuerdo a la expresion V(r) = 5m‘3, donde el radio se mide en micrémetros (1um=10°m).Halla:



a).-El volumen de la célula cuando r=5um.

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo?

4
V(r) = §m‘3

2.- ¢, Qué me piden? a).-El volumen de la célula cuando r=5um.

3.- Desarrollo

a).-Sustituimos r=5 en la ecuacion original V(5) = %n(5)3 =523.6

Ejercicio aresolver. El volumen de una célula en forma esférica crece en funcion de su radio r de
., 4 . . . P

acuerdo a la expresion V(r) = 5717‘3, donde el radio se mide en micrometros (1um=10°m).Halla:

a).-El volumen de la célula cuando r=15um.

AUTOEVALUACION BLOQUE |

1.

2.

Traza la gréafica de la funcion cuadratica f(x)=-x?-2x+1; determina las coordenadas del punto
maximo con valores de x de:-3, -2, -1, 0, 1, 2.

El costo (en pesos) de producir x unidades de un articulo estd dado por: C(x)=
10x?+550x+1500

Determina C(50)

3.

7.En una fabrica de helados se vierte helado liquido en los
envases de forma coénica, para después ponerlos a congelar. Si
se desea que el volumen maximo de llenado sea de 196 ml.
Determinar las dimensiones de la altura “h” y radio “r" que debe
tener, si la altura “H” y el “R” total son de: 30cm y 6 cm
respectivamente.

Deseamos conocer la altura que alcanza un proyectil lanzando verticalmente con una
velocidad inicial de 10m/s después de 1,3, y 4 segundos. Consideramos que se lanza desde
una posicion inicial igual a cero. En este caso, x equivale al tiempo y f(x) a la posicion. El
modelo matematico para encontrar la posicion en un tiro vertical es: f(x)= Xo + VoX - %2gx?; en
donde xo=posicion inicial, vo=velocidad inicial y g=gravedad= -9.81m/s?.

Se va a disefiar una lata cilindrica de 200ml de capacidad. ¢ Cuales son las dimensiones que
minimicen el area?

Traza la grafica de la funcién cubica f(x)=x?+2x3; determina las coordenadas del punto
maximo con valores de x de:-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3.

A partir de una hoja de papel de 8 cm por 10cm, se desea hacer una caja cortando cuadrados
de longitud x en las esquinas y doblando los lados hacia arriba, como se muestra en la figura.
1).- Determinar las dimensiones de la caja.

2).- Determinar el volumen maximo.

8. El volumen de una célula en forma esférica crece en funciéon de su radio r de acuerdo a la
., 4 . . . ,
expresion V(r) = 5771'3, donde el radio se mide en micrometros (1um=10°m).Halla:




a).-El volumen de la célula cuando r=5um.

BLOQUE Il. RESUELVES PROBLEMAS DE LIMITES EN SITUACIONES DE CARACTER ECONOMICO,
ADMINISTRATIVO, NATURAL Y SOCIAL.

Desempefos del estudiante al concluir el bloque

-Aplica el concepto de limite a partir de la resolucién de problemas econémicos, administrativos,
naturales y sociales de la vida cotidiana.

-Calcula limites a partir de la elaboracion de gréficas en derive y su interpretacion de las
representaciones gréficas de funciones, mostrando habilidades en la resolucién de problemas de
situaciones cotidiana.

Objetos de aprendizaje
-Los limites: su interpretacion en una tabla, en una gréfica y su aplicacion en funciones algebraicas.
-El calculo de limites en funciones algebraicas y trascendentes.

TEMA. LIMITE

Ejercicio resuelto. Consideramos la funcion f(x) = 3 — x?, determina su limite por la derecha
por laizquierda; mediante una tabla de valores y graficamente cuando x tiende a 1.

Algoritmo solucién

1.- ¢Qué datos tengo? La funcion

2.- ¢ Qué me piden? Los limites laterales

3.- Desarrollo
Buscamos valores cercanos a 1 por la izquierda y por la derecha.

Gréfica
Limite por laizquierda A Limite por la derecha
X f(x) Y For=3-xt X f(x)
0.5 2.750 i’ 1.5 0.750
0.7 2.510 Ffixltiendea2z 21 1.25 1.437
0.9 2.190 1.1 1.79
0.95 2.05 : - 1.05 1.897
0.99 2.01 -—>1<J‘ x 1.01 1.980
0.999 2.0019 stiende a 1 1.001 1.9979

Ejercicios a resolver. Consideramos la funcién f(x) = 4 — x?2, interpreta su limite por la derecha y
or la izquierda; mediante una tabla de valores y graficamente cuando x tiende a 1.

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo?

2.- ,Qué me piden?

3.- Desarrollo

Gréafica
Limite por laizquierda Limite por la derecha
X f(x) X f(x)
0.5 1.5
0.7 1.25
0.9 1.1
0.95 1.05
0.99 1.01
0.999 1.001

Ejercicio resuelto. Determinar los limites laterales, en los puntos de discontinuidad, de la funcién

definida por:
r+2

B =1

f{$)={ —2?-1 s z<l




1.- ¢ Qué datos tengo? Imagen
2.- ,Qué me piden? i
3.- Desarrollo &
El punto de discontinuidad se presenta cuando = =1 4 /
lim f(z)=3 lim f(zr)=-2 2 ;
Luego: =~ y = P a— y 3 3 = x
Observa que el limite por la derecha (3), es diferente al limite por la =Y Bl
izquierda (2). «
Ejercicios aresolver. Determinar los limites laterales, en los puntos de discontinuidad, de la
funcion definida por:
-2 g T2
fiz) = T B 2<z<4
4—x =@ =4
1.- ¢, Qué datos tengo? Imagen
2.- ¢ Qué me piden? ¥
3.- Desarrollo T
E-
a
2
1
3 T ; 3 3 5 = X

Limites de funciones algebraicas y su solucion mediante graficas.

Ejercicio resuelto. La gréafica corresponde a la funcion f(x), justifica si ;lcin% f(x) =3.

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo? La funcién Imagen

2.- ¢ Qué me piden? Justificar el |
3.- Desarrollo

lirr21 f(x) # 3 ; porque f(a)#L , ya que f(2)=-1
x>

Ejercicio aresolver. La grafica corresponde a la funcion f(x), justifica si lirr% f(x)=-1.
X

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo? Imagen

2.- ,Qué me piden?
3.- Desarrollo

Ejercicio resuelto. Encuentra el valor de lim 1 — 2x? — x3

X—>—=2
Algoritmo solucién
1.- ¢, Qué datos tengo? La funcion Imagen
2.- ,Qué me piden? El limite




3.- Desarrollo

31@21—2(—2)2—(—2)3=1—2(4)—(—8)=1—8+8=1

Ejercicio aresolver. Encuentra el valor delim 6 + 4x? + 2x3
X—

. .. . 3x+2
Ejercicio resuelto. Encuentra el valor de lm(}—x+
X—

Algoritmo solucién

1.- (Que datos tengo? La funcién Imagen
2.- ,Qué me piden? El limite v A
3.- Desarrollo : \
. 3x+2_3(0)+2 _ 2
I 02 =z~ 1 N >
w0 D\ i x
x;2

. . 3x+2
Ejercicio a resolver. Encuentra el valor delim =
X

1 x—2

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo?

2.- ¢ Qué me piden?

3.- Desarrollo

Limites racionales

Ejercicio resuelto
Determina . x*—4
lim——
x-2 X —2

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo?

2.- ¢ Qué me piden?

3.- Desarrollo

224
lim

x>2 2—2 Si sustituimos el valor de x=2, tenemos una indeterminacion.

C (x=-2)(x+2)
lim———~=
x-2 x—2

Tenemos que factorizar los términos que se puedan realizar, el término
x?-4 es un binomio conjugado igual a (x-2)(x+2); el término (x-2) se
elimina con el denominador.

limx+2=2+2=4
x-2

Simplificado queda de la siguiente manera.

Ejercicio aresolver
Determina . xt-9

lim ——
o x--3 x+3
Ejercicio resuelto




Determina . x—2
llmz—
x-2 X% —6x+8
Algoritmo solucién
1.- ¢, Qué datos tengo?
2.- ,Qué me piden?
3.- Desarrollo

lim x—2 El denominador es un trinomio con término comun x2-6x+8; para factorizar, buscamos dos
x-2x2 —6x+8 numeros que sumados nos den (-6) y multiplicados nos den (8); los nimeros son:(-4) y (-2).
lim = x—2 Esta funcion puede ser evaluada practicamente en cualquier nimero real, excepto los

-2  (x—4)(x—2) | ndmeros 4y 2, debido a que al sustituirlo se obtiene una division entre cero y el cociente no
se encuentra definida.
i 1 Simplificando tenemos:
lim =—
-2 (x—4)
1 1 Sustituyendo el valor del limite, tenemos lo siguiente.

Im=o—5"=

Ejercicio aresolver
Determina . x> +5x+6
lim———
x-2 X+ 2

Limites que se tienen que racionalizar
2

Ejercicio resuelto. Determina lim ———
) ' P P o
Algoritmo solucién
1.- ¢ Qué datos tengo?
2.- ¢ Qué me piden?
3.- Desarrollo
I 422 0/ Si sustituimos directamente el valor de 2, ocurre una indeterminacion
im=————————=0/00
2 32245
) 4 - x2)(3 +Vx2 + 5) Multiplicamos y dividimos por el conjugado del denominador 3 4+ vx2 + 5, para que en
LI_I}} (3 —VxZt 5)(3 VXl et 5) el denominador se forme un binomio conjugado (3 +vx?+5 )(3—+vx2+5)
(4-— x2)(3 +xZ + 5) Desarrollamos el binomio conjugado
g (3)2 — (VxZ +5)2 (3% = ((Vx? +5)*)=9-x*5
(4 —x2)(3+VxZ + 5) Se suman algebraicamente los términos del denominador.
li
A8 (9—x2+5)
(4_ —x2)(3 +1 [x2 + 5) Simplificando 4 — x? del numerador y denominador tenemos.
}Cl_rg (4 —x%)
: 2 Se aplica el limite.
LI_I}% 3+x%+5
lim3 + V22 + 5=3+/4 + 5= 3+/9=3+3=6 El resultado es:
X—
Ejercicio aresolver. Determina lim L6
’ x—4=3—Vx2-7

Limites a infinito
Ejercicio resuelto

Determina . 5x2+x—3
o8 3x2 + 2x — 1

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo?

2.- ,Qué me piden?

10



3.- Desarrollo

2 R .. . .1
lim S5x"4+x—-3 Se debe aplicar el concepto de limite a infinito lim == 0; para esto se
> 2 -1 - - X209 %
x003x® +2x -1 debe de dividir toda la expresion entre el término con mayor
exponente sin el coeficiente.
B x_ 3 Se divide tanto el numerador como el denominador “x?”.
= li x2 x2  x2
- XHI;, 3x2 2 1
X2 a2 a2
54+1_ iz Se alplica el concepto de limite a infinito.
= lim ——= lim == 0
3+ ) x—00
5+ é _ % Se sustituye el < en las “X".
= lim
xowg 4 2 iz
00 0
. 5+40-0 5 Se cambia por el cero todas las expresiones que cumplen con el concepto
= ,}_m 3+0-0 § de limite a infinito y tenemos el resultado.

Ejercicio aresolver
Determina = 2x>+3x—6

lim———
x>0 5x2 +7x —3

Aplicaciones de limites
Los limites se aplican tanto en las ciencias exactas como en las sociales.
l. En economia
Ejercicio resuelto
El costo en pesos por producir x unidades de cierto articulo es C(x)=0.5x2+x+500. Encuentra.
a).- El costo por producir 10 articulos.

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo? C(x)=0.5x?+x+500

2.- ¢Qué me piden? a).- El costo por producir 10 articulos.
c(x)—c(10)
b).- lim ———
X—>10 X-10

3.- Desarrollo
a).-Sustituimos x=10 en la ecuacién original C(x)=0.5x2+x+500
C(10): 0.5(10)2+ 10 +500=560 pesos.

b).- C(X)—c(m)

X—>10 X-10
lim £X-CA0)_ Se sustituye el modelo matematico C(x)=0.5x?+x+500 y el
X>10 X-10 resultado del inciso a

. 0.5x%2 +x+500—560 Se simplifica
lim
x-10 x—10
lim 0.5x2+x-60_ Se factoriza la parte del numerador por agrupamiento
x—10 x—10
i 2502 +2x-120)_ También se factoriza el trinomio; buscando dos nimeros que
x-10 x-10 sumados den 2 y multiplicados -120.

05(x —10)(x +12) Se simplifica y se aplica el limite.

x—glo x—10 _
Jim (0.5)(x +12) = 05(10 + 12) = 112"~ pesos .Este limite de 11 pesos/unidad se le conoce como costo marginal cuando se
producen 10 articulos.

Ejercicio aresolver
I.-El costo en pesos de producir x unidades de cierto articulo es C(x)=200+10x+x2. Encuentra:

a).- El costo por producir 20 articulos.
b).-Calcula lim £#)=620
X-20 X-20

Il. Fisica
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Ejercicio resuelto

El desplazamiento de un automdvil que se mueve en linea recta se expresa con s(t)=16t+t2,

donde t se mide en segundos y s(t) en metros.

a) ¢Qué tan lejos viajara en 5 segundos?
b) Calcula lim32==®)
t—5 t—5

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo? s(t)=16t+t?

s(t)-s(5)
t-5

b) Calculalim
t-5

2.- ¢ Qué me piden? a) ¢Qué tan lejos viajara en 5 segundos?

3.- Desarrollo

b)lim £2=5C),

a).-Sustituimos t=5 en la ecuacion original s(t)=16t+t> =s(5)=16(5)+(5)?>=105 metros.

t>5 t=5

lim $0=sG)_ Se sustituye el modelo matematico el resultado del inciso a
t55  t-5 s(t)=16t+t2

. 16t —t?>—-105 Se simplifica

e

_ t?+16t—105 Se factoriza el trinomio; buscando dos nimeros que sumados
l}i’%? den 16 y multiplicados -105.

lim &H20E5) 51 Se simplifica y se aplica el limite.

t—>5 t—5

ltiirsl(t +21) = (5 + 21) = 26m/sEste limite de 26m/s ,se le conoce como la velocidad instantanea.

Ejercicio aresolver

El desplazamiento de un automévil que se mueve en linea recta se expresa con s(t)=16t+t?,

donde t se mide en segundos y s(t) en metros.

c) ¢Qué tan lejos viajard en segundos?
d) Calcula tlir{los(t)_—s(m)

t—10
Il Biologia
Ejercicio resuelto

El volumen de una célula en forma esférica crece en funcién de su radio r de acuerdo a la expresion
4 . . .,
V() = gnr3, donde el radio se mide en micrometros.Halla:

a).-El volumen de la célula cuando r=5um.

. V(m)-v(5)
b)_rh—>ns1 r=5

Algoritmo solucién

_, 5 ) 4
1.- ¢ Qué datos tengo*~ V(r) = §nr3

2.- ¢ Qué me piden?

a).-El volumen de la célula cuando r=5pm. Y b).-Calculg lim
L =d

V(r)-v(5)
r=5

3.- Desarrollo

a).-Sustituimos r=5 en la ecuacion original V(5) = %n(5)3 =523.6

b).- lim 2= ®)

r—5 r=5

. V(@) —-V(5)
lim——=
r-5 r—>5

Se sustituye el modelo matematico el resultado del inciso
av(s) =:n(5)° = 523.6

2nr3 — 5236
lim3——

-5 r—>5

Se simplifica

4.188r3 — 523.6

Si dividimos ambos miembros del término entre 4.188,

lim P nos da

o r3-—125 Se factoriza el numerador como cubo perfecto r3-125
im s =(r-5)(r?+5r+25)

lim (r = 5)(r? + 5r + 25) Se elimina (r-5) que multiplica y divide.

r-5 r—=>=5

lirr51r2+5r+25=52+5(5)+25=25+25+25=75p.m
b

El resultado es:
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Ejercicio aresolver

El volumen de una célula en forma esférica crece en funcién de su radio r de acuerdo a la expresion

4 . . . ,
V() = 5717’3, donde el radio se mide en micrometros.Halla:

a).-El volumen de la célula cuando r=10um.
b).- lim L0=Y10
r—10 r—10

Limites de funciones trascendentes
Ejercicio resuelto. Encuentra el valor de lim senx

Xo—

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo? La funcion

2.- ¢ Qué me piden? El limite

3.- Desarrollo
lim senx = sen2

x——2

Ejercicio aresolver. Encuentra el valor delin'; senx
xX—

sen3x

Ejercicio resuelto. Encuentra el valor delin(}
X

Algoritmo solucién

1.- ¢Qué datos tengo? La funcion

2.- ¢ Qué me piden? El limite

3.- Desarrollo
sen3x

lim =
x-0 X

sen2x

Ejercicio aresolver. Encuentra el valor delin(}
X—

AUTOEVALUACION

. . 1-
1. Consideramos lim —

x-11—x
tabla de valores.

5, interpreta su limite por la derecha y por la izquierda; mediante una

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo?

2.- ,Qué me piden?

3.- Desarrollo

Limite por la derecha

X

f(x)

15

1.25

11

1.05

1.01

1.001

Gréafica
Limite por laizquierda y A
X f(x)
0.5
0.7
0.9
0.95
0.99 i
0.999 05 [->=

T T 1 4

2. Determinar los siguientes limites en los puntos de discontinuidad.
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1
y—r—1 = < -3
_ r+3 ® -2<z<l

flz) = -1 s 1<z<3

[z — —1-}2 sl >3
3. Determina los siguientes limites o 2xthx—6 _
lim x2_16_ x—00 Ix*+2x-7
x—>2 Xx—4
lim ———= im 2 -
x—-0 VX+1 —1 !cl_r}zl x2-6x+8

4. Resuelve los siguientes problemas.
El costo en pesos de producir x unidades de ciertoarticulo es C(x)=200+10x+x2. Encuentra:
a).- El costo por producir 20 articulos.

b).-Calcula lim £#=620
X-20 X-20

El volumen de una célula en forma esférica crece en funcion de su radio r de acuerdo a la expresiéon
4 . . .,
V() = gnr3, donde el radio se mide en micrometros.Halla:
a).-El volumen de la célula cuando r=10um.
. V(r)-v(@o
b).-Calcula lim Y{r)-vao)
r—10 r=10
El desplazamiento de un automdvil que se mueve en linea recta se expresa con s(t)=20t-5t2, donde
t se mide en segundos y s(t) en metros.
a) ¢Qué tan lejos viajara en 2 segundos?
. t)—s(2
b) Calcula lim £2=5@
t—2 t—2
5. Determinalos siguientes limites trascendentes

a) Encuentra el valor delirg senx
X

sené6x

b) Encuentra el valor delin(}
X—

BLOQUE lI.CALCULA, INTERPRETA Y ANALIZA RAZONES DE CAMBIO EN FENOMENOS NATURALES,
SOCIALES, ECONOMICOS y ADMINISTRATIVOS

Desempefio del estudiante al concluir el bloque

Calcula e interpreta el valor representativo de un proceso o fendmeno econdémico, social o natural en
funcién del tiempo, mediante la resolucion de problemas del contexto real.

Compara los diferentes procesos algebraicos que determinan una razén de cambio, mediante el
andlisis de casos relacionados en la produccion agricola, velocidad instantanea y la produccion
industrial existentes en el entorno cotidiano.
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Analiza y resuelve problemas matematicos que modelan razones de cambio para cuantificar el
cambio fisico, quimico, biolodgico, econémico, entre otros, después de transcurrido un tiempo.

Objeto de aprendizaje
La variacion de un fenbmeno a través del tiempo.
La velocidad, la rapidez y la aceleracion de un movil en un periodo de tiempo.

TEMA: RAZONES DE CAMBIO.

Aplicaciones de las razones de cambio en el ambito de la produccién agricola, velocidad instantanea
y la produccion industrial existentes en el entorno cotidiano.

Ejercicio resuelto

La tabla anexa muestra la poblacion P (en miles)de una poblacion de una ciudad, desde el afio 1990 hasta
2000.

Afio 1990 1992 1994 1996 1998 2000

P 592 612 625 680 715 735
a) Encuentra larazén promedio de crecimiento incluyendo las unidades.
1.-De 1996 a 1998
2.-De 1998 a 2000
b) Promedia dos razones promedio de cambio para estimar la razén instantanea de
crecimiento en 1998.
c) Estima la razon instantanea de crecimiento en 1998 trazando la pendiente.

Algoritmo solucién

1.- {Qué datos | La tabla
tengo?

2.- ¢ Qué me Razdn promedio, Razon instantanea
piden?

3.- Desarrollo Poblacién (en miles)
a).-Razon promedio de:

1.-De 1996 a 1998= /7680 _ 32—5:17.5

. 1998-1996
millones de personas al afio

2.-De 1998 a 2000=—3""1_ _ 2%210 |
2000—-1998 2
personas/afio

b).-17.5+10/2=13.75 mil personas por afio 1990 1992 1994 1996 1998 2000
c).- m=55/4=13.75 Afo

Ejercicios a resolver. La tabla anexa muestra la poblaciéon P (en miles) de una poblacién de una
ciudad, desde el afio 1990 hasta 2000.
Afio 1990 1992 1994 1996 1998 2000

P 592 612 625 680 715 735

a) Encuentra la razén promedio de crecimiento incluyendo las unidades.
1.-De 1990 a 1992
2.-De 1992 a 1994
b) Promedia dos razones promedio de cambio para estimar la razén instantanea de
crecimiento en 1992.
c) Estima la razén instantanea de crecimiento en 1992 trazando la pendiente de la tangente en
ese afio.
d) Ejercicio resuelto
e) La siguiente tabla muestra el valor del délar el dia 1 de agosto de cada afio, durante el
periodo comprendido entre 1999 y 2003.
t(afos) 1999 2000 2001 2002 2003
V(pesos por dolar) 9.3565 9.3667 9.1408 9.7861 10.5243
Determinar la razén de cambio del valor del délar el dia 1 de agosto del 2002.
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Algoritmo solucién

1.- ¢Qué datos tengo? La tabla

2.- ¢ Qué me piden? la razon de cambio del valor del ddlar el dia 1 de agosto del 2002

3.- Desarrollo

Tomamos el intervalo de 2001 a 2002, la razén promedio es = 27861751498

2002-2001

=0.6453 pesos por afo

10.5243-9.7861

Luego tomamos el intervalo de 2002 a 2003, y la razén de cambio = 59032002

=0.7382 pesos por afio

La razén de cambio alo1os/o2, €s el promedio de los valores obtenidos (0.6453+0.7382)/2=0.69175 pesos

Ejercicio aresolver
La siguiente tabla muestra el valor del délar el dia 1 de agosto de cada afio, durante el periodo
comprendido entre 1999 y 2003.
t(afos) 1999 2000 2001 2002 2003 2004
V(pesos por dolar) 9.3565 9.3667 9.1408 9.7861 10.5243 10.935
Determinar la razén de cambio del valor del ddlar el dia 1 de agosto del 2003.

Razon de cambio como funcion “La derivada”

Ejercicio resuelto
Sea f(x)=3x, sustituyendo en la férmula de definicion de derivada tenemos:

Algoritmo solucién

1.- ¢Qué datos tengo? La funcion

2.- ¢ Qué me piden? La derivada por definicion

3.- Desarrollo

f(x + h) — f(x) | Seaplicalaférmula de la derivada por definicion:
—n f(x+h)=3(x+h)

f(x) =lim
h—0 f(x) = 3x ; Se sustituye en la férmula.

3(x + h) — 3(x) | Se multiplica por 3 tanto el primer como el segundo términos del numerador.
f(x) =lim

3x+3h—3x Se simplifica la expresion del numerador.

'(x) = lim
f( ) h—0 h
li 3 Eliminamos la “h” que multiplica y la que divide.
(x) = lim—
f ( ) h-0 h
fx) = Lin(}:; Como no hay valor de h, el limite se elimina
-
g = El resultado es 3
[f(x) =3

Ejercicios aresolver
Sea f(X)=5x.

Ejercicio resuelto
Sea f(x)=x?, sustituyendo en la formula de definicién de derivada tenemos:

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo? La funcion

2.- ,Qué me piden? La derivada por definicién
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3.- Desarrollo

f(x + h) — f(x) | Seaplicalaférmula de la derivada por definicion:

f () =lim h flx+h) = (x+ h)?
- f(x) = x? ; Se sustituye en la formula.
f'( ) = 1i (x + h)? - x2 Se Desarrolla del denominador; el primer término del numerador se desarrolla asi: x2 + 2(x)(h) + h?
x) = lim
h-0 h
‘® x%2 + 2xh + h? — x2 | Se simplifica la expresion del numerador
f(x) =1lim
h-0 h
f'( - 2xh + h? Se factoria por término comun la expresion.
x) = lim—————
h-0 h
f () = li h(2x + h) Se elimina la “h” que multiplica y la que divide.
x) = lim————
h—0 h
f(x) =lim2x+h Se aplica el limite.
h-0
f(x) =2x

Ejercicios aresolver

1.-Sea f(x)=2x2, sustituyendo en la formula de definicién de derivada tenemos:

Ejercicio resuelto

Sea f(x)=x3, sustituyendo en la férmula de definicién de derivada tenemos:

Algoritmo solucién

1.- ¢Qué datos tengo? La funcion

2.- ¢ Qué me piden?

La derivada por definicion

3.- Desarrollo

f&x+h) - fx)

f(x) = lim h

Se aplica la férmula de la derivada por definicion:
f(x+h)=(x+h)3
f(x) = 2% ; Se sustituye en la férmula.

, o x4+ 303 (h) +3(x)(h?) + h3 —x3
f (x) = lim h
h-0

Se Desarrolla del denominador; el primer término del numerador se desarrolla asi: x3 +
3(x2)(h) + 3(x)(h?) + K3

. 3(x2)(h) + 3(x)(h?) + h® Se simplifica la expresién del numerador
f (x) =lim h
h-0
, . h(3(x*) +3(x)h+ h?) Se factoriza por el término comun la expresion y elimina la “h” que multiplica y la que
f(x) =lim i divide.

f'(x) =lim3(x?) + 3(x)h+ h?
h-0

Se aplica el limite.

f(x) = lim3(x2) + 3(x)(0) + (0)?
h-0

f'(x) = 3x?%

Ejercicios aresolver

1.-Sea f(x)=2x3, sustituyendo en la férmula de definicién de derivada tenemos:

La velocidad como razén de cambio

Ejercicio resuelto

La distancia “s” (en metros) recorrida por un coche desde un punto esta dada por s(t)=t2.
a) ¢,Cual es la velocidad promedio del objeto entre t=2 y t=4?
b) Calcula la velocidad instantdnea en el tiempo t=3.

&2"{“& o ==
t=0 t=2 t
Solucion
Algoritmo
1.- ¢ Qué datos tengo? La tabla
2.- ¢, Qué me piden? Razo6n promedio, Razdn instantanea
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3.- Desarrollo

a).-Utilizamos la ecuacion s(t)=t? para calcular la velocidad promedio
_ S(4)-5(2) _ 4222

Vorom = =6m/s
4-2
— 2_ 2 2_ 2 _
b).-V(3) = lim SEH=5C)  jyy CGH =) 1y SHOREAT 29 iy SRR 1y RO — i (6 — R) = lim(6 — 0)=6ms.
h—0 h—0 h h—-0 h h-0 h h—0 h—-0 h—0

Ejercicio aresolver

La distancia “s” (en metros) recorrida por un coche desde un punto esta dada por s(t)=t2.
a) ¢,Cual es la velocidad promedio del objeto entre t=3 y t=6?

b) Calcula la velocidad instantanea en el tiempo t=5.

ggf{.a::; ?r'ﬁf.‘f:@h
t=0 t=3 =6

Derivada por formula

Derivada de una constante

Ejercicio resuelto Ejercicio a resolver
=3, encuentra la derivada =5, encuentra la derivada
Solucién Solucién
dy
— =0
dx
Derivada de una funcion identidad
Ejercicio resuelto Ejercicio a resolver
=2X, encuentra la derivada =7x, encuentra la derivada
Solucion Solucioén
dy 5
dx
Derivada de la funcién f(x)=x".
Ejercicio resuelto Ejercicio a resolver
= X°, encuentra la derivada =x3, encuentra la derivada
Solucién Solucién
dx®
—— = 5x571 = 5x*%
dx
Ejercicio resuelto Ejercicio a resolver
= x3 encuentra la derivada =x"%, encuentra la derivada
Solucion Solucioén
dx=3 3
=—-3x31=-3x"%=—-—
dx x4
Ejercicio resuelto Ejercicio a resolver
= +/x, encuentra la derivada =2/x, encuentra la derivada
Solucién Solucién
1
dvx dxz 1 14 1 124 _1 1 1
—_— = —=-X2 =—-X2 2=-X 2 =—F=—F
dx dx 2 2 2 oxZ 2vVx

Derivada del multiplo constante
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Ejercicio resuelto
= 5x*, encuentra la derivada

Ejercicio a resolver
= 6x’encuentra la derivada

Solucién

Solucidén

d5x*

= 5(4)x*1 = 20x3
dx

Derivada de una suma algebraica
Ejercicio resuelto
y=x>4+2x3-3x-8
derivada

encuentra la

Ejercicio a resolver
y=4x"+3x*—8x—6
derivada

encuentra

Solucion

Solucioén

d(x® + 2x3 —3x — 8)

dx
_dx® N d2x* d3x d8
T dx  dx dx dx
d(x®+2x3—-3x—8
( ) _ 5x*+ 6x% — 3

dx

La derivada de la funcion f(x)=a*.

Ejercicio resuelto
= 5% encuentra la derivada

Ejercicio a resolver
=6%, encuentra la derivada

Solucién Solucidén
d(5%)
——— = 5%In5

dx

La derivada de la funcion f(x)=e*.

Ejercicio resuelto
= 4eX, encuentra la derivada

Ejercicio a resolver
=6e*, encuentra la derivada

Solucién Solucién
d4e”* 4ot
dx ¢

Aplicacion de la derivada
l. Agricola
Ejercicio resuelto

La produccién de un campo de trigo (medida en toneladas por hectarea) es una funcion de la
cantidad x de fertilizante en kilogramos que se utiliza por hectarea, y esta modelada por la
ecuacion,
y=3+0.7x-0.05x?

a) Cual es la produccioén si utilizan 5kg de fertilizante por hectarea?

b) Encuentra Z—z , Si se utilizan 5kg de fertilizante por hectarea o sea f'(5), indica las unidades e

interpreta el resultado.
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Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo? El modelo matematico

2.- ¢Qué me piden? a) Cual es la produccién si utilizan 5kg de fertilizante por hectéarea?
b) Encuentra Z—z , Si se utilizan 5kg de fertilizante por hectarea o sea f'(5), indica
las unidades e interpreta el resultado.

3.- Desarrollo

a) Sustituimos en la ecuacion original y tenemos f(5)=3+0.7(5)-0.05(5)?= 5.25 toneladas por hectarea.

b) Aqui deseamos la razén de cambio de produccién de trigo (derivada) cuando se aplican exactamente 5kg
de fertilizante.
y=3+0.7x-0.05x%2

Z—ZzO.?-O.lx ; por lo tanto f(5)=0.7-0.1(5)=0.2 toneladas por hectarea por kilogramo de fertilizante.

Ejercicio aresolver
La produccién de un campo de trigo (medida en toneladas por hectarea) es una funcion de la
cantidad x de fertilizante en kilogramos que se utiliza por hectarea, y estd modelada por la
ecuacion,
y=2+0.9x-0.07x?

c) Cudl es la produccién si utilizan 15kg de fertilizante por hectarea?

d) Encuentra Z—z , Si se utilizan 15kg de fertilizante por hectarea o sea f'(15), indica las

unidades e interpreta el resultado.

Il. Economia
Ejercicio resuelto
El costo (en pesos) de producir x unidades de un articulo esta dado por: C(x)=0.8x® + 750x +100

a) Determinar el C’(x) o sea Z—; el costo marginal.
b) Encontrar C(10) y C’(10) e indica las unidades de cada concepto.

Algoritmo solucién

1.- ¢Qué datos tengo? El modelo matematico
2.- ¢Qué me piden? a) Determinar el C’(x) o sea 5—; el costo marginal.
b) Encontrar C(10) y C’(10) e indica las unidades de cada concepto.

3.- Desarrollo
a) Sea C(x)=0.8x3+750x+100 para obtener el costo marginal derivamos %=2.4x2 + 750.

b) C(10)=0.8(10)2 + 750(10)+100=9300pesos es el costo de producir 10 articulos.
C’(10)=2.4(10)2+750=990 pesos por articulo, es el costo cuando se producen 10 articulos de éstos.

Ejercicio aresolver
El costo (en pesos) de producir x unidades de un articulo esta dado por: C(x)=0.6x> + 550x +200

a) Determinar el C’(x) o sea Z—; el costo marginal.
b) Encontrar C(15) y C’(15) e indica las unidades de cada concepto.

M. Biologia
Ejercicio resuelto
Un tumor en el cuerpo de una persona es de forma esférica, considerando que cuando enradio del
tumor de 0.5cm, su radio aumenta con una rapidez de 0.00lcm por dia ¢(Cual es la tasa de
crecimiento del volumen tumoral en ese momento.

Algoritmo solucién

1.- ¢Qué datos tengo? R=0.5cm < = 0.001cm/dia
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2.- ¢, Qué me piden? La tasa de crecimiento del volumen tumoral en ese momento.
3.- Desarrollo

V=3 Partiremos de la féormula del volumen de

3 una esfera.

v _1 N Derivamos el volumen con respecto al

— ==3nr*)— ?

dt 3 dt tiempo.

dv dr Simplificamos

av_ 2y &7

ac =g

a —

d—;’ = 4(3.1416)(0.5)2)(0.001) = 0.00314cm3 por dia. Sustituimos

Ejercicio aresolver

Un tumor en el cuerpo de una persona es de forma esférica, considerando que cuando enradio del
tumor de 0.7cm, su radio aumenta con una rapidez de 0.002cm por dia ¢Cudl es la tasa de
crecimiento del volumen tumoral en ese momento.

l. Ingenieria
Ejercicio resuelto

- . dv , :
De un embudo conico sale agua a razén de = (—1cm?/s). Sabiendo que el radio de la base es de

. , . dh .
4 cm y la altura de 8 cm, calcular el descenso del nivel en la unidad de tiempo—-; en el instante en
el que la superficie libre se encuentra a una distancia de 2cm de la base del embudo.

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo? 1cm3/s, R=4 y H=8

2.- ¢,Qué me piden? dh _ .
Een el instante en que hay una h=8 de superficie libre.

3.- Desarrollo
1 - -
v=lr2n Partiremos de la formula del volumen de un R
3 cono.
h_r Por semejanza de triangulos, tenemos la
8 4 proporcionalidad entre las alturas y los H
radios.
- _4h_h Despejando el radio tenemos, Yy
8 2 simplificando.
_ h, El valor del radio se sustituye en la formula
V=-n(z)*"h
2 del volumen del cono.
1 h? 1 Simplificamos y queda.
- qg—Hh = — 3
V= 311' 1 h 1211'h
1 - —
V= ton Derivamos la funcién.
12
av_1 . 3 ., 1 ,dh | ryh son valores de la superficie del agua
— =—mh®> = —mh* = —wh*— :
dt 12 12 4 dt | en el instante t y V el volumen de agua que
contiene el cono y &' =-1cm3/s
Es negativo porgue el agua sale
1= 1nh2d_h La altura h =8-2=6 , ya que el 8 es la altura
4 dt total del embudo y se leresta 2 la superficie
1—13 14-1662dh ore.
Tl=g3ameeray
1=28 27ﬂ
7
1 dh
28.27 ~ dt
dh _ 0.035
a- " cm/s

Ejercicio aresolver
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- . dv , :
De un embudo cénico sale agua a razén de i 2cm®/s. Sabiendo que el radio de la base es de

. . . dh .
6 cmy la altura de 10 cm, calcular el descenso del nivel en la unidad de tlempoa :en el instante en
el que la superficie libre se encuentra a una distancia de 3cm de la base del embudo.

l. Fisica
Ejercicio resuelto
Una particula se mueve a lo largo de una linea recta con la funcién de movimiento s(t) = t3 — 2t + 1,
donde “s” se mide en metros y “t” en segundos. Encuentra la velocidad instantanea cuando t=1.5
segundos y su aceleracion.

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo? La funcién
2.- {Qué me piden? La velocidad instantdnea cuando t=1.5 segundos y su aceleracién
3.-Desarrollo
s =t3-2t+1 Funcién de distancia
ds _ 3t2—2 La derivada de la distancia con respecto al tiempo es igual a
dt 5 la velocidad instantanea.
v(t)=3t"—2
v(1.5) = 3(1.5)2 —2 =4.75 metros/segundo
dv _ ot La derivada de la velocidad con respecto al tiempo, se
dt considera la aceleracion.

metros

a(1.8) = 6(1.5) =9 -

Ejercicio aresolver

Una particula se mueve a lo largo de una linea recta con la funcién de movimiento s(t) = 4t3 — 6t +
8, donde “s” se mide en metros y “t” en segundos. Encuentra la velocidad instantdnea cuando t=2.5
segundos y su aceleracion.

AUTOEVALUACION BLOQUE I

1. TEMA: Razones de cambio.

i. Resuelva el siguiente problema.
La tabla anexa muestra la poblacion P (en miles) de una poblacién de una ciudad, desde el afio
2000 hasta 2005.

Afo 2000 2001 2002 2003 2004 2005

P 592 612 625 680 715 735

A).-Encuentra la razén promedio de crecimiento incluyendo las unidades.

De 2002 a 2003

De 2003 a 2004
B).-Promedia dos razones promedio de cambio para estimar la razén instantdnea de
crecimiento en 2003.
C).-Estima la razén instantanea de crecimiento en 2003 graficando la pendiente de la tangente
en ese afo.

ii. La distancia “s” (en metros) recorrida por un coche desde un punto esta dada por s(t)=t2.
a) ¢ Cual es la velocidad promedio del objeto entre t=3 y t=67?

b) Calcula la velocidad instantdnea en el tiempo t=5.

I S S =
2. TEMA: Definicion de Derivada.

22



Resuelva los siguientes ejercicios, utilizando la formula de la definicion de derivada.
a).-f(x)=4x2
b).-f(x) =v2x
3. TEMA: Derivadas por formula.

Resuelva los siguientes ejercicios, utilizando la formula de derivada correspondiente para cada
ejercicio.

. d . d
y=4/2x, determinar é. y=e* determinar ﬁ.
—y3 i ay: —2x inar &
y=x°, determinar - y=a* determinar —

4. TEMA: Aplicacion de la derivada
Resuelve los siguientes problemas.
El costo (en pesos) de producir x unidades de un articulo esta dado por: C(x)=0.8x3+750x+100.

b) La derivada del costo se llama costo marginal. Determina %
c) Determina C(10) y C(10) e indica las unidades de cada concepto.

5. Un tumor en el cuerpo de una persona es de forma esférica, considerando que cuando enradio
del tumor de 0.83.-Un tumor en el cuerpo de una persona es de forma esférica, considerando que
cuando enradio del tumor de 0.5cm, su radio aumenta con una rapidez de 0.0015cm por dia ¢ Cual
es la tasa de crecimiento del volumen tumoral en ese momento.

6. De un embudo cénico sale agua a razén de 3cm?®/s. Sabiendo que el radio de la base es de 12 cm
. . . dh .

y la altura de 16 cm, calcular el descenso del nivel en la unidad de tiempo—_=;en el instante en el que

la superficie libre se encuentra a una distancia de 4cm de la base del embudo.

BLOQUE IV.CALCULA E INTERPRETA MAXIMOS Y MINIMOS APLICADOS A PROBLEMAS DE
OPTIMIZACION

Desempefios del estudiante al concluir el bloque

-Comprende el volumen méaximo y lo aplica a través del disefio de envases como cilindros, cubos,
prismas, esferas, entre otros.

-Interpreta graficas que representan diversos fendmenos naturales, producciones agricolas e
industriales, identifica maximos y minimos absolutos y relativos

- Establece modelos mateméticos y representaciones graficas de produccion de diversas empresas
(manufactura, fabricacion y elaboracién de artesanias) para calcular sus maximos y minimos de
utilidad y emitir juicios sobre su situacion econémica.

-Calcula maximos y minimos en funciones algebraicas y trascendentes aplicando métodos
algebraicos.

Objetos de aprendizaje

Producciones, maximos y minimos.
Variaciones en las producciones, maximos y minimos relativos.

TEMA PROBLEMAS DE OPTIMIZACION MAXIMOS Y MINIMOS

Ejercicio resuelto

Se va a disefar una lata cilindrica de 375ml de capacidad. ¢Cuéales son las dimensiones que
minimicen el area?

Algoritmo solucién

1.- ¢, Qué datos tengo? Imagen
2.- ,Qué me piden?
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3.- Desarrollo

Area del circulo=Ac=mrr?
Area del
rectangulo=Ag=(base=2mrr)(altura=h)
Volumen del cilindr6=V¢=A,.h=11r*h
|4
e

Partimos de que la lata se va a fabricar
mediante: dos laminas circulares y una
rectangular, es por eso que necesitamos las
férmulas del area.

ATt=Ar+Ac

Planteamos que el area total es la sumade las
areas del rectdngulo mas los dos circulos.

211

A1(r) =21rrh + 2112

El modelo matemético se debe expresar en
funcién del radio.

A =2 (V)+z 2
r(r) =2nr p— r

Como tenemos dos variables; el r y h,
tenemos que despejar la altura de la férmula
de volumen y sustituirla en el modelo de area
total.

A =2 (375)+2 2
r(r) =2nr p— nr

Sustituimos el valor del volumen vy
simplificamos la expresion de éarea total.

750 )
Ar(r) = (T) + 2mr

Procedemos a darle valores a r hasta
encontrar el area minima

Ar(r) = 7501 + 2mr?

Si pasamos la “r” al numerador pasa como “r’
” ya que en una divisiéon algebraica los
exponentes de las expresiones se restan.

Ap(r) = —1(750)r 1! + 4nr

Derivamos el modelo mateméatico, empleamos
< . dx™ n-1
laférmula: =— = nx
dx

Ap(r) = =750r"% + 4mr

Multiplicando por r? para eliminar la r?2 del
término —7507r"2, tenemos lo siguiente.

Ar(r) = =750 + 4mr3

Igualamos A7 (r) = 0; Cuando el &rea total
es minima

—750+4nr3 =0

Despejando “r” tenemos

41tr3 = 750 Pasamos el -750 después de la igualdad y
pasa como positivo, el 41 dividiendo y la r®
como raiz cubica.

3750 El radio nos da. Y calculamos Iaalturah:L2
r= |—=3.90cm wr
4
h=-"5_ _—782cm El resultado es.
7(3.90)2 )

Ejercicio aresolver
Se va a disefar una lata cilindrica de 255ml de capacidad. ¢Cudales son las dimensiones que
minimicen el area?

Ejercicio resuelto

A partir de una hoja de papel de 16 cm por 20cm, se desea hacer una caja cortando cuadrados de
longitud x en las esquinas y doblando los lados hacia arriba, como se muestra en la figura.

1).- Determinar las dimensiones de la caja.

2).- Determinar el volumen méaximo.

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo?
2.- ¢ Qué me piden?
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3.- Desarrollo X
V = area de la base por la altura Partimos delaférmulade volumen
V = (4p)(H) = (b) (W) (H) 166m
V(x) =(20—-2x)(16 — 2x)x Se construye el modelo
matematico en términos de “x”, la
base “b” es 20-2x porque se van a X
quitar los cuadrados sombreados X
al igual que en la altura “h” es 16- >0em
2X.
V(x) = (320 — 40x — 32x + 4x%)x Se multiplican cada uno de los
V(x) = 320x — 72x% + 4x3 términos del modelo matematico.
V(x) = 4x3 — 72x* + 320x
av — 1227 — 144 + 320 Derivamos el volumen
dx 16-2x

12x% — 144x +320 =0

Igualamos a cero y factorizamos
los coeficientes dividiendo entre

cuatro porque al dividir todos los

términos son enteros.

3x2-36x+80=0

Como no se puede factorizar el

trinomio, utilizamos la férmula 20-2x

general para encontrar el valor de
“x” en una funcién cuadratica.

. —(—36) +./(—36)% —4(3)(80)

ax? + bx + cModelo matematico de

2(3)

una funciéon cuadratica. =
—b + Vb2 — 4ac
X=—

2a

—(—36) + V1296 — 960
x =

Se realizan las operaciones que se

encuentran en laraiz cuadrada

6
EGOE: V336

Se saca laraiz cuadrada.

X

6
36118.33 Se

realiza la operacion del
numerador primero con el signo
positivo y luego con el negativo.

36 +18.33
x1=T=

_36-18.33 Se obtienen los resultados y se
- 6 =2.9 sustituyen en la funcién original
para determinar el valor maximo y
minimo.

Si x=2.9 entonces:

Si x=9 entonces:

V(4)=4(2.9)3-72(2.9)?+320(2.9)=420
Es el volumen maximo.

V(4)=4(9)3-72(9)?+320(9)=-36
Es el volumen minimo.

Si x=9 entonces
V(9)=4(9)%-72(9)?+320(9)=-36
Es el volumen minimo.

Ejercicio aresolver

a).-A partir de una hoja de papel de 8cm por 10cm, se desea hacer una caja cortando cuadrados de
longitud x en las esquinas y doblando los lados hacia arriba,

1).- Determinar las dimensiones de la caja.

2).- Determinar el volumen maximo.

Ejercicio resuelto

Si las funciones de ingresos y costos de una compafiia estan dadas por 1(q)=35q-%2q? y C=7q+20,
donde g son las unidades, en miles, producidas y vendidas.

a).-¢,Cuantas unidades de producto deben venderse para tener una ganancia maxima?

b).-¢,Cudl es el costo de produccion.

Algoritmo solucién

1.- ¢ Qué datos tengo?

Las funciones de costos e ingresos

2.- ¢ Qué me piden?

¢Cuantas unidades de producto deben venderse para tener una ganancia maxima?,
¢Cual es la maxima ganancia obtenida
¢ Cual es el costo de produccién

3.- Desarrollo

a).-Tenemos 1(q)=35qg-Y202
Si derivamos la funcion tenemos: 1'(q)=35-2/2g%1, 1'(q)=35-q,
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Igualamos a cero la funcion derivada para obtener el nimero critico; 35-q=0, entonces =35 por lo tanto el nimero

critico es q=35.
Sustituyendo q=35 en la funcion original 1(q)=35g-%209>
Entonces 1(35) = 35(35)- ¥2(35)?=612.5 es la ganancia maxima.

b).-La funcion costo de produccion es: C(q)=7q+20= C(35)=7(35)+20=265.

Ejercicio aresolver

Si las funciones de ingresos y costos de una compafiia estan dadas por 1(q)=20q-%2q? y C=8q+40,

donde g son las unidades, en miles, producidas y vendidas.

a) ¢ Cuantas unidades de producto deben venderse para tener una ganancia maxima?

b) ¢ Cual es el costo de produccién.
TEMA. CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Ejercicio resuelto

Determinar los maximos o minimos empleando el criterio de la primera derivada de la funcion f(x) =

Yax* - x5,

Deriva la funcién Iguala la derivada a cero y encuentra
los nameros criticos

Escribe los valores criticos.

x3-2x2=0

f(x) = Vax* - %x3 Se factoriza y se considera a x> como factor comin
tenemos: x2(x — 2) = 0, igualar cada factor a cero.
4 44 32 3. _ Si x2=0, entonces x=0
frx__x4 1__x3 1,f/X—X3—2X2 . ’
®) 4 3 ® Si x-2=0, entonces x=2 por lo tanto los

nGmeros criticos son: x=0 y x=2.

x=2y x=0

Analiza los valores criticos

Maximos y minimos

Los ntmeros criticos (0,2); se representan en el eje x del plano cartesiano y se seleccionan otros
ndmeros cercanos a los ndmeros criticos que se encuentren entre los intervalos de : (-,0),
(0,2)y (2,+), siendo(-1,1 y 4)

P 1
<« I ! !

- 10 1 5 4 oo

>
»

La recta se divide en tres intervalos como se muestra en la siguiente tabla.

NUmeros Intervalo Numero Sustituir el nimero | Signo de la | Derivada de la
criticos selecciona seleccionado en la | 1°derivada | Funcion: es
doentrelos | 1°derivada creciente (+), es
intervalos decreciente (-).
0 (-,0) -1 f'(-1)=-3, f(x)<0 | Negativo | Decreciente
2 (0,2) 1 f'(1)=-1, f(x)<0 | Negativo | Decreciente
(2,+=) | 4 f'(-4)=32, f'(x)>0 | Positivo | Creciente

Sustituyendo x=0 y en la funcion original
f(x) = ¥ax*-%4x3tenemos:

Si x=0 entonces f(0) = %(0)*-%4(0)*=0

Si x=2 entonces f(2) = ¥(2)*-%4(2)°=-4/3
por lo tanto es minimo porque la derivada
es decreciente y después creciente.

Gréfica

Ejercicio aresolver

Determinar los maximos o minimos empleando el criterio de la primera derivada de la funcion f(x) =

Vax® - 1ox2,

TEMA. CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA
Ejercicio resuelto

Determinar el punto de inflexion, empleando el criterio de la segunda derivada de la funcion f(x) =

§x3—x2—3x+4
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Deriva la funcién

Iguala la derivada a cero y encuentra los
nimeros criticos

Escribe los valores criticos.

a) f(x)=§x3—x2—3x+4

b) f‘(x):§x3 —2x—3=x2—-2x—
3

o) " (x)=2x-2

Hacemos f'(x)=x?-2x-3=0 ;factorizamos buscando dos
numeros que sumados nos den -2 y multiplicados nos
den 3; (x+1)(x-3); los nimeraos criticos son: -1,3.

x=-1yx=3

Analiza los valores criticos

Punto de inflexién

Definir los ilntervalos |
dl L

| o
™

| T

lo '

oo -1 3 +00

Intervalo | NUmero Sustituir el namero | Signo de | Conclusion acerca de
S seleccionad | seleccionado en la 2° | la 2° | laconcavidad

o0 entre los | derivada derivada

intervalos
(-o0,-1) -2 - (-2)=2(-2)-2=-6, | Negativo | Coéncava hacia abajo

£(x)<0

(-1,3) 2 f'(2)=2(2)-2=2, f(x) >0 | Positivo Coéncava hacia arriba
(3,+0) 4 f(4)=2(4)-2=6, f(x)>0 Positivo Céncava hacia arriba

Evaluamos los puntos criticos en la funcion original

Maximo

son: (-1,5.67).

f(-1) = i(—l)3 — (—=1)%? = 3(—1) + 4= 5.67; Las coordenadas del maximo

Minimo

(3v-5)

f@3) = %(3)3 — (3)? — 3(3) + 4= -5; Las coordenadas del minimo son:

Si igualamos la segunda derivada " (x)=2x-2=0
Y despejamos a “x” queda 2x-2=0

2x=2 por lo tanto x=2/2=1, x=1

Sustituimos en la funcion original:

F(1) =3 (1)* - (1) - 3(1) +4=0.33

Las coordenadas del punto de inflexiéon son:
(1,0.33).

Grafica |

5.67

|V

Ejercicio aresolver

Determinar el punto de inflexion, empleando el criterio de la segunda derivada de la funcion f(x) =

x3 —3x + 4.

AUTOEVALUACION BLOQUE IV

TEMA: PROBLEMAS DE OPTIMIZACION.

. Se va a disefiar una lata cilindrica de 475ml de capacidad. ¢ Cuales son las dimensiones

gue minimicen el area?

Il. A partir de una hoja de papel de 8cm por 15cm, se desea hacer una caja cortando
cuadrados de longitud x en las esquinas y doblando los lados hacia arriba, como se

muestra en la figura.

1).- Determinar las dimensiones de la caja.
2).- Determinar el volumen méaximo.

M. Si las funciones de ingresos y costos de una compafiia estan dadas por 1(q)=249-%20° y
C=6g+32, donde g son las unidades, en miles, producidas y vendidas.
a).-¢,Cuantas unidades de producto deben venderse para tener una ganancia maxima?

b).-¢,Cudl es el costo de produccion.

TEMA: CRITERIO 1°DERIVADA; MAXIMOS Y MINIMOS.
Determinar los maximos o minimos empleando el criterio de la primera derivada de la funcién f(x)

=1/5x5 -Yix*.

TEMA: CRITERIO 2°DERIVADA; MAXIMOS Y MINIMOS.
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Utiliza la segunda derivada para determinar los puntos de inflexion de La siguiente funcion:
Determinar el punto de inflexion, empleando el criterio de la segunda derivada de la funcion f(x) =

§x3—2x2+3x+1
GLOSARIO
Apéndice |

La derivada como funcion
En la definicién anterior, si hacemos que el niUmero varie y lo reemplazamos con la variablex,
entonces la derivada f°(x)puede quedar como sigue:

) = i S

Apéndice

Férmulas de derivacion

1.- La derivada de una constante f{x)=c es cero. a ©)=0
dx
2.- La derivada de la funcidon identidad f{x)=xes 1. ﬂ(x) -1
dx
3.- La derivada del miltiplo constante d(ex™) _ e a1
f(x)=cx"= c.nx"! dx

du+v-w) du dv dw

4.- La derivada de una suma algebraica dx Tdx  dx  dx
5.- La derivada de la funcién f(x)=a". d(a*) |
= a*lna
dx
d(e®) o
6.- La derivada de la funcion f(x)=e". dx
Apéndice I

MAXIMOS Y MINIMOS EN RELACION CON LA DERIVADA
El maximo de una funcién cuyo valor es x=0, existe cuando su pendiente es cero por lo tanto la
derivada de la funcién es cero, al igual que el minimo.

"t Miximo La pendiente m=0 ' La pendiente m=0
al igual que Z_i: al igual que Z—i’:

0: si la funcién 0 ; si la funcién
. crece y luego decrece y luego
decrece. ' crece.

TEMA. CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA
Para saber en qué valores del dominio, la derivada no existe, debemos utilizar el criterio de la primera
derivada, para determinar si los puntos criticos son 0 no maximos 0 minimos.
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Criterio de la 1° derivada:
a).-Si f(x)>0 para x<a y f'(x)<0 para x>a, entonces x=a, f(x) es un maximo
b).-Si f'(x)<0 para x<a y f'(x)>0 para x>a, entonces x=a, f(x) es un minimo.

TEMA. CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

LA CONCAVIDAD EN RELACION CON LA SEGUNDA DERIVADA

Cuando hay un maximo en una funcion la segunda derivada es negativo y por lo tanto la funcion es
concava hacia abajo, por consecuencia, si la segunda derivada es positiva la concavidad es hacia
arriba y hay un minimo.

Y "

. d P . d .
Maximo SiZ=—; s la SiZL =+ sila
ax ax
funcidn crece vy funcién decrece y
: luego decrece. luego crece.

a X a X
Mediante el criterio de la segunda derivada podemos calcular los maximos y minimos de una funcion.
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FORMULARIO
Razon de cambio Derivadas de funciones logaritmicas
— d
A_y =2 N d(logau) d—z-logae
Ax X2—X1 =
dx u
Derivada de una constante
dk) _ d(lnu) du
—_— = — dx
dx dx u
Derivada de la variable independiente Derivadas de funciones
ax) _ 4 trigonométricas
dx d(senu) du
i e ————=cCcosu-—
Derivada de una constante por una ax dx
variable d(cos u) du
d(ku) du [} —_ = —Ssenu-—
— ) — it dx dx
dx dx
Derivada de una variable elevada a un o dltanw) 2, . du
exponente ax
awh _ o n-1, U
dx dx ° —d(cotu) = —CSCZ u- ﬂ
- dx dx
Derivada de una constante por una
. d d
vanabli(iluen\;ada aun expor;inte o (s;:u) — secu-tanu - ﬁ
—_—— k n- un_l - —_—
dx dx
d(cscu) du
° = —cscu-cotu-—
dx dx
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Derivada de una suma algebraica de

funciones
d(utv) _ du + dv

dx T dx —dx

Derivada del producto de funciones

d(uw) dv du
—_—=Uu— v—
dx dx + dx

Derivada del cociente de funciones
u du dv
d(—) V——uU—

° v, — dx dx
dx v?
Derivada de una raiz cuadrada
du
aVu) _ &
dx 2Vu

Derivada de una raiz
k du
a("u) . F

° =
dx k.k uk-1

Derivadas de funciones
trigonométricas

d(arcsenu) 1 du
dx T Vi—u? dx
o d(arccosu) _ 1 du
dx - 1-u? dx
o d(arctanu) 1 du
dx T 1+u? dx
o d(arccotu) 1 du
dx T 1+u? dx
o d(arcsecu) 1 du
dx T uwvuZo1 odx
d(arccscu) 1 du
dx T wur-1 dx

Derivadas de funciones exponenciales

d(a% du

(_) —_ — au 0 ln a
dx dx

de") _ du ol
dx  dx

Derivada de una funcion elevada a

otra funciéon
dw’) _
dx -

. v—1 .V d_u
(w-u""'+Inu u)dx

Derivada de la variable dependiente
aly) _ dy du
dx  du dx
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